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I 　キリングベクトル　 �� ��講義 §3.7で述べたように、各時空点の計量 gµνを座標 ξµだけ
ズレた点における計量で置き換えるような変分を取ると、計量は δgµν = ξµ;ν+ξν;µ
だけ変化する。逆に言うと、

ξµ;ν + ξν;µ = 0 (1)

を満たすようなベクトル ξµ(x)だけずらしても時空の計量は変化せず、したがっ
て、そのような時空は ξµ(x)で特徴付けられる対称性を持っていることになる。
このようなベクトルをキリングベクトル、(1)をキリング方程式という。これに
ついて以下の問いに答えよ。
(i) 　第零成分だけを持つベクトルはシュバルツシルト時空のキリングベクトル
になっていることを示せ。

(ii) 　以下の等式が成り立つことを示せ。
ξµ;αβ = ξγRγβαµ.

(iii) 　エネルギー運動量テンソル T µνに対し、Jµ ≡ T µνξνは保存すること、す
なわち Jµ

;µ = 0 が成り立つことを示せ。
(iv) 　２次元単位球面の計量 ds2 = dθ2 + sin2 θdφ2 に対する独立なキリングベ

クトルを全て求め、その意味を論ぜよ。
II 　完全流体 Tµν = (ρ+P/c2)uµuν +Pgµν , (u

µuµ = −c2)からなる静的球対称な天体
の外部時空はシュバルツシルト計量で表されるが、その天体の質量とシュバルツ
シルト計量の質量パラメタとの関係を調べよう。
(i) 　 計量を

ds2 = −eν(r)(cdt)2 + eλ(r)dr2 + r2(dθ2 + sin θdφ2) (2)

のように取る。このとき T00 = ρ(r)c2eν(r)と書けることを示し、アインシュ
タイン方程式の 00 成分を λ(r)について解くことにより、

eλ(r) =

(
1− 2GM(r)

c2r

)−1

, M(r) ≡
∫ r

0

ρ(r)× 4πr2dr (3)

が成り立つことを示せ。M(r)を重力質量という。これを星の表面 r∗ まで求
めればよいのである。

(ii) 　 密度を空間の固有体積要素 (
√

detgijの掛かったもの)で積分することに
よって得られる固有質量

Mp(r) ≡
∫ r

0

ρ(r)× 4πeλ(r)/2r2dr

と重力質量の差をニュートン（弱重力）極限で考察することにより、重力質
量の物理的意味を説明せよ。
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III 　重力レンズ　以下の空欄を埋めながら説明を読んで問に答えよ。　

図 1のように質量M の質点から成るレンズ天体 Lによる重力レンズ現象を考察す
る。光源と観測者は共にレンズ天体から十分に離れており、dL ≫ b, dLS ≫ bが成り
立ち、光の屈折はレンズ天体近くの点Dで瞬間的に起こるものと近似しよう。屈折角
αは十分小さく、 �� ��講義で述べたように、α = イ と表すことができる。図に現れ
る角度はいずれも微小であるとし、DLも ISも光線に近似的に垂直であると考えると、
IS= ロ α = dS ハ ,及び b = ニ θという式が成り立つので、これらより、

ϕ = θ − α2
0

θ
, α2

0 ≡ ホ (4)

という式が成り立つ。これをレンズ方程式, α0をアインシュタインリング半径という。

(i) 　 (4)を θについて解き、ϕのさまざまな値に対してその意味を論ぜよ。
(ii) 　 ϕ ̸= 0のとき、増光率を求めよ。ただし増光率は、レンズ天体があるときに観

測者が見込む像 I(一つとは限らない)の (無限小)立体角と、レンズ天体がないと
きに観測者が見込む光源の (無限小)立体角の比で与えられる。
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Figure 1: 光源を S、レンズ天体を L、観測者をOとし、観測者から見える光源の見か
けの位置を Iとする。光は太線 SDOを進むものとし、レンズ天体に対する衝突径数DL
の長さを bとする。
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