
General Relativity homework No.7

度會 大貴 wataraidaiki@resceu.s.u-tokyo.ac.jp

2022年 5月 30日

0 第 5回演習の振り返り
皆さんよくできていらっしゃいました (生存者バイアス...?). 解答の仕方にバリエーションがあるような問
題ではないと思うので特にコメントはありません. 第 6回演習は順次採点を行っていきますので, しばしお待
ちください.

1 A sample answer

Christoffel 記号は
Γα

µν =
1

2
gαλ(gνλ,µ + gµλ,ν − gνµ,λ) (1.1)

であり, この変分を取ると

δΓα
µν = δ

(
1

2
gαλ(gνλ,µ + gµλ,ν − gνµ,λ)

)
=

1

2
Γνλµδg

αλ +
1

2
gαλ {(δgνλ),µ + (δgµλ),ν − (δgνµ),λ}

(1.2)

さらに
δgαλ = −gαµgλνδgµν (1.3)

を用いると

δΓα
µν = −gαλδgλσΓ

σ
µν +

1

2
gαλ {(δgνλ),µ + (δgµλ),ν − (δgνµ),λ}

=
gαλ

2
(−2δgλσΓ

σ
µν + δgνλ,µ + δgµλ,ν − δgνµ,λ)

=
gαλ

2
{(δgνλ,µ − Γα

νµδgαλ − Γα
λµδgνα)

+ (δgµλ,ν − Γα
µνδgαλ − Γα

λνδgµα)

− (δgνµ,λ − Γα
νλδgαµ − Γα

µλδgνα)}

=
gαλ

2
(δgνλ;µ + δgµλ;ν − δgνµ;λ). (1.4)

したがって，δΓα
µν はテンソルとして振る舞うことが分かる．
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コメント� �
Chritoffel記号の変分 δΓα

µν がテンソルであることを示しましたが, この表現は変分原理から Einstein方
程式を導出する際には欠かせません. 直接的には Ricciテンソルの変分計算で必要になるわけですが, 次
の問題でこの事情を詳細に見ます.� �

2 A sample answer

前問より δΓα
µν はテンソルであることが分かったので，Uα

µν ≡ δΓα
µν と置けば

∇α(δΓ
α
µν) = Uα

µν;α = Uα
µν,α + Γα

βαU
β
µν − Γβ

µαU
α
βν − Γβ

ναU
α
µβ , (2.1)

∇ν(δΓ
α
µα) = Uα

µα;ν = Uα
µα,ν + Γα

βνU
β
µα − Γβ

µνU
α
βα − Γβ

ανU
α
µβ . (2.2)

辺々引くと
∇α(δΓ

α
µν)−∇ν(δΓ

α
µα) = Uα

µν,α + Γα
βαU

β
µν − Γβ

µαU
α
βν − Γβ

ναU
α
µβ

− Uα
µα,ν − Γα

βνU
β
µα + Γβ

µνU
α
βα + Γβ

ανU
α
µβ

= (δΓα
µν),α + Γα

βαδΓ
β
µν − Γβ

µαδΓ
α
βν − Γβ

ναδΓ
α
µβ

− (δΓα
µα),ν − Γα

βνδΓ
β
µα + Γβ

µνδΓ
α
βα + Γβ

ανδΓ
α
µβ

= (δΓα
µν),α − (δΓα

µα),ν

+ (δΓβ
µν)Γ

α
αβ + Γβ

µν(δΓ
α
αβ)

− (δΓβ
µα)Γ

α
νβ − Γβ

µα(δΓ
α
νβ). (2.3)

一方，Ricci テンソル
Rµν = Rα

µαν = Γα
νµ,α − Γα

αµ,ν + Γα
αβΓ

β
νµ − Γα

νβΓ
β
αµ (2.4)

の計量 gµν による変分は

δRµν = (δΓα
µν),α − (δΓα

µα),ν + (δΓβ
µν)Γ

α
αβ + Γβ

µν(δΓ
α
αβ)− (δΓβ

µα)Γ
α
νβ − Γβ

µα(δΓ
α
νβ) (2.5)

以上 (2.3) 式と (2.5) 式より
δRµν = ∇α(δΓ

α
µν)−∇ν(δΓ

α
µα). (2.6)

コメント� �
Einstein方程式の導出に本問の結果を使うはずです. この導出を行う際に, 再び確認してみてください.� �

3 A sample answer

完全流体とは粘性がなく，流体力学における Euler の方程式と連続の方程式によって運動が決まる流体の
ことである．しかしながら，完全流体のエネルギー・運動量テンソルを求めることを目的とする本問におい
て，より都合のよい完全流体の定義から出発しよう．すなわち，完全流体とは，流体の静止系においてそのエ
ネルギー・運動量テンソルが

T̄ ab =


ρ

p
p

p

 (3.1)
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で与えられるもののことである（須藤さんの「一般相対論入門」を参考にした. ただし, ここで c = 1とし, ρ

は流体のエネルギー密度，p は（等方的な）圧力を表すとする．
まず特殊相対論的に一般の慣性系での完全流体のエネルギー・運動量テンソルの表式を求めてから，共変原
理によって一般相対論的にも有効な表式を出すことにする．いま，流体の静止系 S̄ から，流体が x 方向に速
さ v で運動している慣性系 S に移ると

xµ = (Λ−1)µν x̄
ν ; Λ−1 =


γ βγ
βγ γ

1
1

; β = v, γ =
1√

1− β2
(3.2)

に伴って

T = (Λ−1)T̄ (Λ−1)T =


γ2ρ+ β2γ2p βγ2ρ+ βγ2p
βγ2ρ+ βγ2p β2γ2ρ2 + γ2p

p
p

 (3.3)

と変換される．次の表式
Tµν = (ρ+ p)uµuν + ηµνp (3.4)

を考えると，今考えている状況，つまり uµ = (γ, γv, 0, 0) に対して，(3.4) 式の各成分は (3.3) 式と一致す
る．よって，(3.3) 式が完全流体の特殊相対論的なエネルギー・運動量テンソルの表式を与えることが分かっ
た．対応原理から，一般相対論的にも有効な上式の拡張は

Tµν = (ρ+ p)uµuν + gµνp (3.5)

である．以上で完全流体に関する一般的なエネルギー・運動量テンソルの表式が求まった．
コメント� �
一様等方な宇宙を仮定すると, Tµν は完全流体の形に限られます. このことを頭の片隅に入れておくと良
いと思います. 証明については, 須藤さんの「一般相対論」の問題 6.6を解いてみてください.� �

4 A sample answer

一般の球対称時空

ds2 = −e2α(r,t)dt2 + e2β(r,t)dr2 + e2γ(r,t)(dθ2 + sin θ2dϕ2) (4.1)

における Riemann テンソルを求めることを考える．

イ，ロ 講義やその 6 III（スピン接続係数）では，正規直交基底 ea 等のラベルを a, b, c, . . . で表していたが，
ここでは et̂ = eα(r,t)dt のようにハット付きの文字で表すことにすると

ds2 = −(eαdt)2 + (eβdr)2 + (eγdθ)2 + (eγ sin θdϕ)2 = −(et̂)2 + (er̂)2 + (eθ̂)2 + (eϕ̂)2 (4.2)

と書いて
et̂ = eαdt, er̂ = eβdr, eθ̂ = eγdθ, eϕ̂ = eγ sin θdϕ. (4.3)
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ハ 次に ea = et̂, er̂, eθ̂, eϕ̂ の外微分 dea を求めてゆく．まず et̂ = eαdt については

det̂ = deα ∧ dt

=

(
∂eα

∂r
dr +

∂eα

∂t
dt

)
∧ dt

= α′eαdr ∧ dt

= α′e−βer̂ ∧ et̂. (4.4)

ニ，ホ 同様に
der̂ = deβ ∧ dr = (β′eβdr + β̇dt) ∧ dr = β̇eβdt ∧ dr = β̇e−αet̂ ∧ er̂. (4.5)

ヘ，ト 同様に

deθ̂ = deγ∧dθ = (γ′eγdr+γ̇eγdt)∧dθ = γ′eγdr∧dθ+γ̇eγdt∧dθ = γ̇e−αet̂∧eθ̂+γ′e−βer̂∧eθ̂. (4.6)

チ 同様に

deϕ̂ = d(eγ sin θ) ∧ dϕ

= (γ′eγ sin θdr + γ̇eγ sin θdt+ eγ cos θdθ) ∧ dϕ

= γ′eγ sin θdr ∧ dθ + γ̇eγ sin θdt ∧ dϕ+ eγ cos θdθ ∧ dϕ

= γ′e−βer̂ ∧ eϕ̂ + γ̇e−αet̂ ∧ eϕ̂ +
e−γ

tan θ
eθ̂ ∧ eϕ̂. (4.7)

リ，ヌ 次に，スピン接続係数 ωa
b を求めてゆく．その 6 III を思い出すと，スピン接続係数 ωa

b とは

dea = −ωa
b ∧ eb (4.8)

で定義されるのだった．また ωab ≡ ηacω
c
b を導入すると ωab = −ωba である．さて a = t̂, r̂, θ̂, ϕ̂ であ

ることを思い出すと，たとえば a = t̂ について

det̂ = −ωt̂
b ∧ eb = −ωt̂

r̂ ∧ er̂ − ωt̂
θ̂
∧ eθ̂ − ωt̂

ϕ̂
∧ eϕ̂ (4.9)

であり，これと (4.4) 式を見比べることにより

ωt̂
r̂ = α′e−βet̂ +K1e

r̂ = ωr̂
t̂
, ωt̂

θ̂
= K2e

θ̂ = ωθ̂
t̂
, ωt̂

ϕ̂
= K3e

ϕ̂ = ωϕ̂

t̂
(4.10)

を得る．Ki は適当な関数であって，以下で決定されることになる．
ル 同様に

der̂ = −ωr̂
b ∧ eb = −ωr̂

t̂
∧ et̂ − ωr̂

θ̂
∧ eθ̂ − ωr̂

ϕ̂
∧ eϕ̂ (4.11)

と (4.5) 式を比較することで

ωr̂
t̂
= β̇e−αer̂ +K4e

t̂, ωr̂
θ̂
= K5e

θ̂ = −ωθ̂
r̂, ωr̂

ϕ̂
= K6e

ϕ̂ = −ωϕ̂
r̂. (4.12)

ヲ，ワ 同様に
deθ̂ = −ωθ̂

b ∧ eb = −ωθ̂
t̂
∧ et̂ − ωθ̂

r̂ ∧ er̂ − ωθ̂
ϕ̂
∧ eϕ̂ (4.13)

と (4.6) 式を比較することで†1

ωθ̂
t̂
= γ̇e−αeθ̂, ωθ̂

r̂ = γ′e−βeθ̂, ωθ̂
ϕ̂
= K7e

ϕ̂ = −ωϕ̂

θ̂
. (4.14)

†1 (4.6) 式との比較だけだと ωθ̂
t̂
に関して ωθ̂

t̂
= γ̇e−αeθ̂ + L1et̂，ωθ̂

r̂ に関して ωθ̂
r̂ = γ′e−βeθ̂ + L2er̂ と置くことができる

が，上で既に求めた ωt̂
θ̂
や ωr̂

θ̂
の表式を見ると L1 = L2 = 0 でなければならないことが分かるので，最初からそうしている．

以下でも同様に行なう．
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カ，ヨ 同様に
deϕ̂ = −ωϕ̂

b ∧ eb = −ωϕ̂

t̂
∧ et̂ − ωϕ̂

r̂ ∧ er̂ − ωϕ̂

θ̂
∧ eθ̂ (4.15)

と (4.7) 式を比較することで

ωϕ̂

t̂
= γ̇e−αeϕ̂, ωϕ̂

r̂ = γ′e−βeϕ̂, ωϕ̂

θ̂
=

e−γ

tan θ
eϕ̂. (4.16)

(i) 以上ですべての Ki とすべてのスピン接続係数 ωa
b が求まる．まず Ki については

K1 = β̇e−α, K2 = K3 = γ̇e−α, K4 = α′e−β , K5 = K6 = −γ′e−β , K7 = − e−γ

tan θ
. (4.17)

スピン接続係数 ωa
b については，その 0 でないものについて

ωt̂
r̂ = ωr̂

t̂
= α′e−βet̂ + β̇e−αer̂, ωt̂

θ̂
= ωθ̂

t̂
= γ̇e−αeθ̂, ωt̂

ϕ̂
= ωϕ̂

t̂
= γ̇e−αeϕ̂; (4.18)

ωr̂
θ̂
= −ωθ̂

r̂ = −γ′e−βeθ̂, ωr̂
ϕ̂
= −ωϕ̂

r̂ = −γ′e−βeϕ̂; (4.19)

ωθ̂
ϕ̂
= −ωϕ̂

θ̂
= − e−γ

tan θ
eϕ̂. (4.20)

タ，レ 次に，その 6 III (iv) で示した式

Ra
b = dωa

b + ωa
c ∧ ωc

b =
1

2
Ra

bcde
c ∧ ed (4.21)

を使って曲率 2 形式 Ra
b を求めてゆく．たとえば

Rt̂
r̂ = dωt̂

r̂ + ωt̂
c ∧ ωc

r̂

= dωt̂
r̂ + ωt̂

θ̂
∧ ωθ̂

r̂ + ωt̂
ϕ̂
∧ ωϕ̂

r̂

= d
(
α′eα−βdt+ β̇eβ−αdr

)
+ (γ̇e−αeθ̂) ∧ (γ′e−βeθ̂)︸ ︷︷ ︸

0

+(γ̇e−αeϕ̂) ∧ (γ′e−βeϕ̂)︸ ︷︷ ︸
0

= [α′′ + (α′)2 − α′β′]eα−βdr ∧ dt+ [β̈ + β̇2 − β̇α̇]e−α+βdt ∧ dr. (4.22)

途中で (4.3) の関係を使って基底を適宜書き直した．
ソ 引き続き式変形をしてゆき，今度は et̂ ∧ er̂ で表すことを目標にすると

Rt̂
r̂ = {[−α′′ − (α′)2 + α′β′]eα−β + [β̇ + β̇2 − β̇α̇]e−α+β}dt ∧ dr

= {[−α′′ − (α′)2 + α′β′]e−2β + [β̇ + β̇2 − β̇α̇]e−2α}et̂ ∧ er̂. (4.23)

ツ，ネ 上の (4.23) 式を例にして，対応する Ra
bcd を求めてみよう．(4.23) 式は (4.21) 式の a = t̂, b = r̂ 成

分であり

Rt̂
r̂ =

1

2
Rt̂

r̂cde
c ∧ ed

=
1

2
(Rt̂

r̂t̂r̂
et̂ ∧ er̂ +Rt̂

r̂r̂t̂
er̂ ∧ et̂)

= Rt̂
r̂t̂r̂

et̂ ∧ er̂ (4.24)
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であるから，(4.23) 式と見比べると

Rt̂
r̂t̂r̂

= [−α′′ − (α′)2 + α′β′]e−2β + [β̇ + β̇2 − β̇α̇]e−2α, (4.25)

Rt̂
r̂t̂θ̂

= 0, Rt̂
r̂ϕ̂θ̂

= 0 (4.26)

等．
ナ，ラ Ra

bcd が求まると，関係式
Ra

bcd = eaλe
α
b e

µ
c e

ν
dR

λ
αµν (4.27)

によって，座標基底で表した通常の Riemann テンソル Rλ
αµν の対応する成分を求めることができる．

引き続き上で扱った Rt̂
r̂ の例で話を進めると，(4.25) 式に示されている成分について

Rt̂
r̂t̂r̂

= et̂λe
α
r̂ e

µ

t̂
eνr̂R

λ
αµν (4.28)

であるので，先に eaµ を知っておく必要がある．これらテトラードは定義より ea = eaµdx
µ であったか

ら，(4.3) を見て
et̂t = eα, er̂r = eβ , eθ̂θ = eγ , eϕ̂ϕ = eγ sin θ (4.29)

であり，その他（非対角成分）はすべて 0 である．つまり，eaµ は対角的．以上で eaµ が求まったので，
(4.28) 式に戻って

Rt̂
r̂t̂r̂

= et̂te
r
r̂e

t
t̂
err̂R

t
rtr

= eαe−βe−αe−βRt
rtr. (4.30)

ゆえに
Rt

rtr = e2βRt̂
r̂t̂r̂

= [−α′′ − (α′)2 + α′β′] + [β̈ + β̇2 − β̇α̇]e−2(α−β). (4.31)

(ii) 他の成分も同様にして求める．すなわち，まず Ra
b の ea 基底による表式を Ra

b = dωa
b + ωa

c ∧ ωc
b

によって求め，それを曲率 2 形式の定義式 (4.21) と比べることで対応する Ra
bcd を求め，そこから関

係式 (4.27) によって対応する Rλ
αµν を求める．そのためにまず，各 Ra

b = Rt̂
θ̂
, Rt̂

ϕ̂
, Rr̂

θ̂
, Rr̂

ϕ̂
, Rθ̂

ϕ̂

を求めておく．
• Rt̂

θ̂

Rt̂
θ̂
= dωt̂

θ̂
+ ωt̂

c ∧ ωc
θ̂

= d
(
γ̇e−αeθ̂

)
+ ωt̂

r̂ ∧ ωr̂
θ̂
+ ωt̂

ϕ̂
∧ ωϕ̂

θ̂

= · · ·（(4.22) を導いたときと同様に計算）
= {[γ̈ + (γ̇)2 − γ̇α̇]e−α+γ − α′γ′eα−2β+γ}dt ∧ dθ

+ [(γ̇′ + γ̇γ′ − γ̇α′)e−α+γ − β̇γ′e−α+γ ]dr ∧ dθ (4.32)

= {[γ̈ + (γ̇)2 − γ̇α̇]e−2α − α′γ′e−2β}et̂ ∧ deθ̂

+ [(γ̇′ + γ̇γ′ − γ̇α′ − β̇γ′)e−α−βer̂ ∧ eθ̂. (4.33)

• Rt̂
ϕ̂
, Rr̂

θ̂
, Rr̂

ϕ̂
, Rθ̂

ϕ̂
以下すべて同様に
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Rt̂
ϕ̂
= [(γ̈ + γ̇2 − γ̇α̇)e−2α − α′γ′e−2β ]et̂ ∧ eϕ̂ + (γ̇′ + γ̇γ′ − γ̇α′ − β̇γ′)e−α−βer̂ ∧ eϕ̂,

Rr̂
θ̂
= (−γ̇′ − γ̇γ′ + γ̇α′ + β̇γ′)e−α−βet̂ ∧ eθ̂ + {β̇γ̇e−2α − [γ′′ + (γ′)2 − γ′β′]e−2β}er̂ ∧ eθ̂,

Rr̂
ϕ̂
= (−γ̇′ − γ̇γ′ + γ̇α′ + β̇γ′)e−α−βet̂ ∧ eϕ̂ + {β̇γ̇e−2α − [γ′′ + (γ′)2 − γ′β′]e−2β}er̂ ∧ eϕ̂,

Rθ̂
ϕ̂
= [γ̇2e−2α − (γ′)2e−2β + e−2γ ]eθ̂ ∧ eϕ̂.

(iii) よって，今度は曲率 2 形式の定義
Ra

b =
1

2
Ra

bcde
c ∧ ed (4.34)

から，対応する Ra
bcd を求めることができる．

• Rt̂
θ̂
→ et̂ ∧ eθ̂ & er̂ ∧ eθ̂

Rt̂
θ̂
=

1

2
Rt̂

θ̂cd
ec ∧ ed

=
1

2
Rt̂

θ̂t̂θ̂
et̂ ∧ eθ̂ +

1

2
Rt̂

θ̂r̂θ̂
er̂ ∧ eθ̂ +

1

2
Rt̂

θ̂θ̂t̂
eθ̂ ∧ et̂ +

1

2
Rt̂

θ̂θ̂r̂
eθ̂ ∧ er̂

= Rt̂
θ̂t̂θ̂

et̂ ∧ eθ̂ +Rt̂
θ̂r̂θ̂

er̂ ∧ eθ̂. (4.35)

これと (ii) で得た Rt̂
θ̂
を比べて

Rt̂
θ̂t̂θ̂

= (γ̈ + γ̇2 − γ̇α̇)e−2α − α′γ′e−2β , (4.36)

Rt̂
θ̂r̂θ̂

= (γ̇′ + γ̇γ′ − γ̇α′ − β̇γ′)e−α−β . (4.37)

• Rt̂
ϕ̂
→ et̂ ∧ eϕ̂ & er̂ ∧ eϕ̂ 同様に

Rt̂
ϕ̂
= Rt̂

ϕ̂t̂ϕ̂
et̂ ∧ eϕ̂ +Rt̂

ϕ̂r̂ϕ̂
er̂ ∧ eϕ̂ (4.38)

と (ii) で得た Rt̂
ϕ̂
を比べて

Rt̂
ϕ̂t̂ϕ̂

= (γ̈ + γ̇2 − γ̇α̇)e−2α − α′γ′e−2β , (4.39)

Rt̂
ϕ̂r̂ϕ̂

= (γ̇′ + γ̇γ′ − γ̇α′ − β̇γ′)e−α−β . (4.40)

• Rr̂
θ̂
→ et̂ ∧ eθ̂ & er̂ ∧ eθ̂ 同様に

Rr̂
θ̂
= Rr̂

θ̂t̂θ̂
et̂ ∧ eθ̂ +Rr̂

θ̂r̂θ̂
er̂ ∧ eθ̂ (4.41)

と (ii) で得た Rr̂
θ̂
を比べて

Rr̂
θ̂t̂θ̂

= (−γ̇′ − γ̇γ′ + γ̇α′ + β̇γ′)e−α−β , (4.42)

Rr̂
θ̂r̂θ̂

= β̇γ̇e−2α − [γ′′ + (γ′)2 − γ′β′]e−2β . (4.43)

• Rr̂
ϕ̂
→ et̂ ∧ eϕ̂ & er̂ ∧ eϕ̂ 同様に

Rr̂
ϕ̂
= Rr̂

ϕ̂t̂ϕ̂
et̂ ∧ eϕ̂ +Rr̂

ϕ̂r̂ϕ̂
er̂ ∧ eϕ̂ (4.44)
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と (ii) で得た Rr̂
ϕ̂
を比べて

Rr̂
ϕ̂t̂ϕ̂

= (−γ̇′ − γ̇γ′ + γ̇α′ + β̇γ′)e−α−β , (4.45)

Rr̂
ϕ̂r̂ϕ̂

= β̇γ̇e−2α − [γ′′ + (γ′)2 − γ′β′]e−2β . (4.46)

• Rθ̂
ϕ̂
→ eθ̂ ∧ eϕ̂ 同様にして

Rθ̂
ϕ̂θ̂ϕ̂

= γ̇2e−2α − (γ′)2e−2β + e−2γ . (4.47)

(iv) 最後に，関係式
Ra

bcd = eaλe
α
b e

µ
c e

ν
dR

λ
αµν (4.48)

を使って，座標基底で表した通常の Riemann テンソル Rλ
αµν を求めよう．ここで，eaµ が対角的で

あったことを再び思い出しておく．各成分は (4.29) で既に求められている．
• Rt̂

θ̂
由来：Rt

θtθ & Rt
θrθ

Rt̂
θ̂t̂θ̂

= et̂λe
α
θ̂
eµ
t̂
eν
θ̂
Rλ

αµν = et̂te
θ
θ̂
et
t̂
eθ
θ̂
Rt

θtθ = e−2γRt
θtθ,

Rt̂
θ̂r̂θ̂

= et̂λe
α
θ̂
eµ
t̂
eν
θ̂
Rλ

αµν = et̂te
θ
θ̂
err̂e

θ
θ̂
Rt

θrθ = eα−β−2γRt
θrθ

と (4.36) 式，(4.37) 式より

Rt
θtθ = (γ̈ + γ̇2 − γ̇α̇)e−2(α−γ) − α′γ′e−2(β−γ), (4.49)

Rt
θrθ = (γ̇′ + γ̇γ′ − γ̇α′ − β̇γ′)e−2(α−γ). (4.50)

• Rt̂
ϕ̂
由来：Rt

ϕtϕ & Rt
ϕrϕ 同様に

Rt
ϕtϕ = (γ̈ + γ̇2 − γ̇α̇) sin2 θe−2(α−γ) − α′γ′ sin2 θe−2(β−γ), (4.51)

Rt
ϕrϕ = (γ̇′ + γ̇γ′ − γ̇α′ − β̇γ′) sin2 θe−2(α−γ). (4.52)

• Rr̂
θ̂
由来：Rr

θtθ & Rr
θtθ 同様に

Rr
θtθ = (−γ̇′ − γ̇γ′ + γ̇α′ + β̇γ′)e−2(β−γ), (4.53)

Rr
θrθ = β̇γ̇e−2(α−γ) − [γ′′ + (γ′)2 − γ′β′]e−2(β−γ). (4.54)

• Rr̂
ϕ̂
由来：Rr

ϕtϕ & Rr
ϕrϕ 同様に

Rr
ϕtϕ = (−γ̇′ − γ̇γ′ + γ̇α′ + β̇γ′) sin2 θe−2(β−γ), (4.55)

Rr
ϕrϕ = −[γ′′ + (γ′)2 − γ′β′] sin2 θe−2(β−γ) + β̇γ̇ sin2 θe−2(α−γ). (4.56)

• Rθ̂
ϕ̂
由来：Rθ

ϕθϕ 同様に

Rθ
ϕθϕ = sin2 θ + γ̇2 sin2 θe−2(α−γ) − (γ′)2 sin2 θe−2(β−γ). (4.57)
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