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0 第 3, 4回演習の振り返り
0.1 第 3回について
この回は特にコメントはありません. 分量が多かったように思いますが, みなさんよく取り組んでいらっ
しゃいました.

0.2 第 4回について
IIの計算量が多く 1/2の factorの存在の指摘までやり切れている人はかなり少なかったです. また, 他の問
いも含め, 少し雑になっているものでも「松」にしています.

1 A sample answer

Riemann tensor には次の表式もあって，添字に関する対称性が読み取りやすい.

Rµνρσ =
1

2

(
∂2gµρ
∂xν∂xσ

+
∂2gνσ
∂xµ∂xρ

− ∂2gνρ
∂xµ∂xσ

− ∂2gµσ
∂xν∂xρ

)
+ gαβ(Γ

α
ρµΓ

β
νσ − Γα

σµΓ
β
νρ). (1.1)

これは, Riemann tensor に関する既知の表式

Rµ
νρσ =

∂Γµ
σν

∂xρ
−

∂Γµ
ρν

∂xσ
+ Γµ

ραΓ
α
σν − Γµ

σαΓ
α
ρν (1.2)

に第 3回の問題 IV で示した (i) と (ii) を用いると得られる (少々長い計算ののち).

(i)

Rαβγδ +Rβαγδ =
1

2
(gδα,γβ + gγβ,γα − gδβ,γα − gγα,δβ) + gλµΓ

λ
δαΓ

µ
γβ − gρλΓ

ρ
γαΓ

λ
δβ

+
1

2
(gδβ,γα + gγα,δβ − gδα,γβ − gγβ,δα) + gλµΓ

λ
δβΓ

µ
γα − gρλΓ

ρ
γβΓ

λ
δα

= 0. (1.3)
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(ii)

Rγδαβ =
1

2
(gβγ,αδ + gαδ,βγ − gβδ,αγ − gαγ,βδ) + gλµΓ

λ
βγΓ

µ
αδ − gρλΓ

ρ
αγΓ

λ
βδ

=
1

2
(gδα,γβ + gγβ,δα − gδβ,γα − gδα,δβ) + gλµΓ

λ
δαΓ

µ
γβ − gρλΓ

ρ
γαΓ

λ
δβ

= Rαβγδ. (1.4)

(iii)

Rαβγδ =
1

2
(gδα,γβ + gγβ,γα − gδβ,γα − gγα,δβ) + gλµΓ

λ
δαΓ

µ
γβ − gρλΓ

ρ
γαΓ

λ
δβ , (1.5)

Rαγδβ =
1

2
(gβα,δγ + gδγ,βα − gβγ,δα − gδα,βγ) + gλµΓ

λ
βαΓ

µ
δγ − gρλΓ

ρ
δαΓ

λ
βγ , (1.6)

Rαδβγ =
1

2
(gγα,βδ + gβδ,γα − gγδ,βα − gβα,γδ) + gλµΓ

λ
γαΓ

µ
ρδ − gρλΓ

ρ
βαΓ

λ
γδ. (1.7)

以上を足せば
Rαβγδ +Rαγδβ +Rαδβγ = 0. (1.8)

(iv) (ii) で示した Rαβγδ = Rγδαβ の両辺に gαγ を掛けると Rγ
βγδ = Rα

δαβ，よって Rβδ = Rδβ．
コメント� �
この問題でもしっかり手を動かしておきましょう. 他の方法でも示せると思いますが, この解答例
では, Riemann tensorの対称性が見通しやすい形に変形してから示しました. この議論は, フライ
シュバッハの「一般相対性理論」の 18章を参考にしています.� �

2 A sample answer

Riemann テンソルの添字に関してなりたつ次の式

Rαβγδ = −Rβαγδ, Rαβγδ = −Rαβδγ , Rαβγδ = Rγδαβ , (2.1)

Rαβγδ +Rαγδβ +Rαδβγ = 0 (2.2)

を用いる．n 次元時空において，Rαβγδ は全部で n4 個の成分があるが，添字に関する種々の制約 (2.1) と
(2.2) があるために，これら全成分が独立というわけではない．まず (2.1) で β = α である成分について
Rααγδ = −Rααγδ，また δ = γ である成分について Rαβγγ = −Rαβγγ だから

Rααγδ = 0, Rαβγγ = 0. (2.3)

つまり，前 2 つあるいは後ろ 2 つの添字が同じ成分はすべて 0 である．
ここからは地道に場合分けを行ない，該当する添字の組み合わせ毎に独立な成分の数を求め，それらを最後
に合計することで n4 個の Rαβγδ のうちの独立な成分の数を算出する方針でゆく．
まず (i) すべての添字が異なるものについて．そのような成分は nC4 × 4! 個ある．nC4 というのは添字
の組（順列ではない）の数であり，そのうちのひとつを固定する毎に添字の並びが 4! 通りずつあるという意
味である．さて，添字の組 (α, β, γ, δ) をひとつ固定したとき，固定された組に対して Riemann テンソルは
4! = 24 個あるが，たとえば Rαβγδ と等しいものが 8 個ある：

Rαβγδ = −Rβαγδ = Rβαδγ = −Rγδβα = Rδγβα = Rγδαβ = −Rαβδγ = −Rδγαβ (2.4)
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この中にはない Rαγδβ や Rαδβγ にも，同じように 8 個ずつ等しいものがある．そしてRαβγδ, Rαγδβ , Rαδβγ

には (2.2) の関係があるから，これら 24 個のうち独立な成分は 2 個しかないことになる．よって (i) に該当
する成分のうち，独立なものの数は

nC4 × 2 個. (2.5)

次に (ii) 4 個の添字のうち，2 個だけが同じものについて．このような成分は，添字の選び方が nC3 × 3 通
りあり，そのそれぞれに対して添字 α, α, β, γ (β ̸= γ) の並びが 4× 3 通りあるので，全部で nC3 × 4× 3 通
りある．さて，添字の組 (α, α, β, γ) をひとつ固定したとき，12 個の成分の内訳は：前 2 つ or 後ろ 2 つが同
じものが 2 + 2 = 4 個，そうでないものが 12− 4 = 8 個であり，前者がすべて 0 であることは上で見た．後
者の 8 個については (2.1) 式から

Rαβαδ = −Rαβδα = Rβαδα = Rδαβα = −Rδααβ = Rαδαβ = −Rβααδ = −Rαδβα (2.6)

であるから，独立なものは 1 個しかない．したがって，(ii) に該当する成分のうち，独立なものの数は

nC3 × 3 個. (2.7)

次に，(iii) 4 個の添字のうち，2 つずつが同じものについて．4 個の添字の選び方が nC2 通りあり，そのそ
れぞれについて添字の順列が 4C2 通りあるから，全部で nC2 × 4C2 個ある．さて，添字の組 (α, α, β, β) を
ひとつ固定したとき，4C2 = 6 個の成分の内訳は

Rααββ = Rββαα = 0, Rαββα = −Rαβαβ = −Rβαβα = Rβααβ (2.8)

である．よって，(iii) に該当する成分のうち，独立なものの数は

nC2 個. (2.9)

その他，4 個の添字のうち 3 個が同じもの（nC2 × 2× 4 個），4 個とも同じもの（n 個）は，(2.3) 式によっ
てすべて 0 である．
以上より，n 次元時空において Rαβγδ の n4 個の成分のうち，独立であるものの数は

(2.5) + (2.7) + (2.9) = nC4 × 2 + nC3 × 3 + nC2 =
1

12
n2(n2 − 1) 個. (2.10)

とくに 4 次元時空の場合，上式で n = 4 として独立な成分の数は 20 個である．
コメント� �
Riemann tensor の自由度は, その見た目とは裏腹に非常に少ないことを確認しました. 様々な解法が考
えられますが, ここでは着実な方法を取りました.� �

3 A sample answer

(i) 電磁ポテンシャル ϕ, A を用いて電場 E および磁場 B を表すと，よく知られているように

E = −∇ϕ− 1

c

∂A

∂t
, B = ∇×A (3.1)

である．ここに出てきた電磁ポテンシャルは 4 元ベクトルを成し，それはまた電荷・電流密度も同様で
あって

Aµ = (ϕ,A), jµ = (cρ, j). (3.2)
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この 4 元ポテンシャル Aµ を用いると，上の E と B は次のように表すことができる：

Ei = ∂iA0 − ∂0Ai, Bi =

3∑
j=1

3∑
k=1

ϵijk∂jAk. (3.3)

(ii)

Fµν = ∇µAν −∇νAµ

= (∂µAν − Γλ
νµAλ)− (∂νAµ − Γλ

µνAλ)

= ∂µAν − ∂νAµ. (3.4)

ここに Christoffel 記号の添字に関する対称性 Γλ
νµ = Γλ

µν を用いた．
(iii) 問題文の作用で jµ = 0 と置いた式

S =
1

c

∫ (
−1

4
FµνF

µν

)√
−g d4x. (3.5)

これは gµν と Aµ の汎関数である．いま Aµ の方は一定として，gµν に関する変分を行なうことを考
える．このとき，Fµν = ∇µAν −∇νAµ は変化しないが，Fµν = gµρgνσFρσ は変化する．

δ(FµνF
µν√−g) = FµνF

µνδ(
√
−g) + FµνFαβ

√
−gδ(gµαgνβ) (3.6)

である．まず第 2 項について．その 3 IV (i) と (iii) から gµν,γ = −gµαgνβgαβ,γ が導ける．これの変
分については以下が成り立つ.

δgµν = −gµαgνβδ(gαβ). (3.7)

第 1 項については，その 3 IV (iv) で示した g,ν = ggλµgλµ,ν の変分をとり

δ(
√
−g) =

1

2

√
−ggαβδ(gαβ) (3.8)

が成り立つ．(3.7) と (3.8) を (3.6) に使うと

δ(FµνF
µν√−g) = 2

(
1

4
FµνF

µνgαβ − Fα
νF

βν

)√
−gδ(gαβ) (3.9)

を得る．したがって，上の S を gµν について変分したものは

δS = − 1

2c

∫ (
1

4
FµνF

µνgαβ − Fα
νF

βν

)√
−gδ(gαβ) d

4x (3.10)

となるので
2c√
−g

δS

δgαβ(x)
= −

(
1

4
FµνF

µνgαβ − Fα
νF

βν

)
. (3.11)

コメント� �
第 3回の問題 IVで示した公式を適宜用いて, 電磁場のエネルギー運動量テンソルが特殊相対論のものの
一般化であることを確認しました. また, Fµν が接続に依らない量である (ii)というのは, 以下の問いに
も繋がる重要な事実です.� �
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4 A sample answer

イ 4 次元時空では，p = 5 次以上の微分形式は恒等的に 0 になる．なぜなら．p = 5 次の微分形式 ωµνλρσ

を考えると，添字は 0, 1, 2, 3のいずれかであるので，5つの添字のうちの少なくとも 2つは同じである．
いまそれが µ = ν であるとすると，これらの入れ替えに関して反対称であるから ωµνλρσ = −ωνµλρσ，
よって ωµνλρσ = 0．p = 4 次以下ではこのようなことは必ずしも言えない．

ロ 完全反対称．
ハ，ニ スカラー場は p = 0 次，ベクトル場は p = 1 次の微分形式とみなす．
ホ 2 つの 1 次微分形式 ω, χ（成分 ωµ, χν）に対して，外積

(ω ∧ χ)µν =
1

1!1!

∑
σ

sign(σ)ωµσ(1)
χµσ(2)

= ωµχν − ωνχµ. (4.1)

ヘ p = q = 1 なら，ホより (−1)1．p = 0, q = 1 または p = 1, q = 0 なら (+1) = (−1)0．一般の p, q

でも (−1)なにか の形になり，指数部分には p と q の両方が入ることが予想される．(−1)pq はこのこと
と，上に挙げた具体的な場合について矛盾しない．ちゃんとした証明の過程では，ウェッジ積の入れ替
えを適当に行なう際に (−1)p × · · · × (−1)p = (−1)pq あるいは (−1)q × · · · × (−1)q = (−1)pq という
因子が出てくる．

ト 問題文の定義式 (4) で χ = 1 とおく（因子 1/p! や 1/q! は和に関する重複度を補正するためのもので
ある）．ウェッジ積による基底をつけて

ω =
1

p!
ωµ1···µp

dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp . (4.2)

(i) 微分形式 ω の微分 dω（外微分）は，次のように定義されている．すなわち，トで書いた

ω =
1

p!
ωµ1···µp

dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp . (4.3)

に対して
dω =

1

p!
dωµ1···µp

∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp (4.4)

と定める．これは p+ 1 次の微分形式となっている．後の都合上 dω には（共変微分ではなく）偏微分
を採用する．

(ii) d2ω において全問より出てくる 2 階の偏微分項は添字の入れ替えについて対称．一方，ウエッジ積の
部分は定義より反対称であるから d2ω = −d2ω を得る：

d2ω = 0. (4.5)

(iii) ω を p 次の微分形式，χ を q 次の微分形式とすると：

ω =
1

p!
ωµ1···µp

dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp , χ =
1

q!
χν1···νq

dxν1 ∧ · · · ∧ dxνq , (4.6)

これらの外積は

ω ∧ χ =
1

p!q!
ωµ1···µp

χν1···νq
(dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp) ∧ (dxν1 ∧ · · · ∧ dxνq ) (4.7)
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となる．よって

d(ω ∧ χ) =
1

p!q!
χν1···νq

dωµ1···µp
∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp ∧ dxν1 ∧ · · · ∧ dxνq

+
1

p!q!
ωµ1···µpdχν1···νq ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp ∧ dxν1 ∧ · · · ∧ dxνq

=
1

p!q!
χν1···νq

dωµ1···µp
∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp ∧ dxν1 ∧ · · · ∧ dxνq

+
1

p!q!
ωµ1···µp

(−1)pdxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp ∧ dχν1···νq
∧ dxν1 ∧ · · · ∧ dxνq

= dω ∧ χ+ (−1)pω ∧ dχ. (4.8)

コメント� �
私は微分形式に詳しくないので有用なことは言えませんが, このあたりの議論は, 数学や進んだ相対論の
教科書で確認できると思います (例えば, 佐々木さんの「一般相対論」, 電話帳にも載っている). 特に重
要なことは, ベクトルやテンソルの回転 (rot)は, 接続に依らない操作であり, 外微分という操作に対応
しているということです.� �
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