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I 　
�� ��おさらい リーマンテンソルRαβγδ = gµαR

µ
βγδ, リッチテンソルRµν ≡ Rσ

µσνに
ついて以下の等式が成り立つことを示せ。
(i) Rαβγδ = −Rβαγδ

(ii) Rαβγδ = Rγδαβ

(iii) Rαβγδ +Rαγδβ +Rαδβγ = 0

(iv) Rµν = Rνµ

II 　 n次元時空においてリーマンテンソルの独立な成分が何個あるか求めよ。
III 　 ミンコフスキー時空において、ヘビサイド単位 (

�� ��演習その１ IIを参照) で表し
たマクスウェル方程式は、作用関数

S =
1

c

∫ (
−1

4
FµνF

µν + jµAµ

)
d4x, Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ, (1)

をゲージ場 (四元電磁ポテンシャル)Aµについて変分することによって得られる。
添え字の上げ下げは ηµνによって行う。
(i) 　Aµを用いて電場Eと磁場 (磁束密度のこと)Bを表せ。また、四元電流
密度 jµを電荷密度 ρと電流密度ベクトル jを用いて表せ。

　一般相対論でも、一般相対性原理により、局所慣性系においては上と同じこと
が成り立つ。それを一般の時空に拡張するには、座標変換を行えばよい。したがっ
て、一般相対論における電磁気学の作用関数は

S =
1

c

∫ (
−1

4
FµνF

µν + jµAµ

)√
−gd4x, Fµν ≡ ∇µAν −∇νAµ, (2)

と表されることになる。添え字の上げ下げは今度は計量テンソル gµν によって
行う。
(ii) 　 (2)において一般の曲がった時空でも、実は Fµν = ∂µAν − ∂νAµが成り

立っていることを確認せよ。
(iii) 　この作用で jµ = 0とした式の計量テンソルに関する変分を計算すること

により、
T µν(x) =

2c√
−g

δS

δgµν(x)
(3)

が電磁場のエネルギー運動量テンソルの正しい表式を与えることを確認せよ。

裏に続く
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IV 　微分形式　以下の空欄を埋めながら説明を読んで問に答えよ。
IIIに出てきたFµνのように、反対称共変テンソル場は物理学のさまざまな局面で
重要な役割を果たす。一般に、p階の共変テンソル場 ωは、その成分 ωµ1···µpが完
全反対称、つまり任意の二つの添え字の入れ替えについて符号が変化するとき、
p次微分形式あるいは p形式 (p-form)と呼ばれる。4次元時空では、 イ 次
以上の微分形式は恒等的にゼロになり、 イ −1次の微分形式は、時空の各点
で �� ��演習その３VIに出てきた ロ テンソルに比例することがわかる。便宜上、
スカラー場と 1階共変テンソル場は、それぞれ ハ 次及び ニ 次の微分
形式と見なすことにする。
p形式 ωと q形式 χから p+ q階のテンソル場

(ω ∧ χ)µ1···µp+q ≡
1

p!q!

∑
σ

sign(σ)ωµσ(1)···µσ(p)
χµσ(p+1)···µσ(p+q)

(4)

を対応させることにすれば、微分形式の中で閉じた積演算を定義できる。ここで、
σは 1から p+ qまでの数の置換、sign(σ)はその符号を表す。これを外積という。
例えば、2つの 1形式 ω, χに対して、その外積は

(ω ∧ χ)µν = ホ

となる。なお、0形式 ϕと 1形式 ωに対しては、ϕ ∧ ω = ϕωと約束する。
外積は分配則と結合則は満たすが、交換則は一般には満たさず、p形式 ωと q形
式 χの外積は

ω ∧ χ = ヘ χ ∧ ω

という関係を満たす。
一般に p形式は座標基底 dxµを用いて

ω = ωµ1···µpdx
µ1 ⊗ dxµ2 ⊗ · · · ⊗ dxµp

と表せるが、これは dxµの外積を用いると、(4)より

ω = ト ωµ1···µpdx
µ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµp (5)

と表すことができる。

(i) 　微分形式 ωの微分、すなわち外微分 dωがどのように定義されるか調べ、
その概要を述べよ。

(ii) 　 d2ω = 0となることを説明せよ。
(iii) 　 ωを p形式としたとき、

d(ω ∧ χ) = dω ∧ χ+ (−)pω ∧ dχ

が成り立つことを示せ。
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