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!" #$おさらい %& '(講義 (2.57)式と同様の計算を行うことにより、反変ベクトルの二階共変微分が
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%& '(講義 (2.58)

を満たすことを示せ。
II 　測地線は、一般の曲がった時空において二つの世界点 xA, xB を結ぶ距離が極値をとるような経路として定義される。このことを変分法で調べよう。すなわ

ち、xA, xBを結ぶ曲線の長さを微小線素 dsの積分として I =

∫ xB

xA

dsとあらわ
し、これを最小化することを考える。世界点 xA, xB が因果関係を持てるよう、
ds2 = gµνdx

µdxν < 0となるような時間的な経路の集積で表されるとして、経路上の各点はパラメタ λによって指定されるとすると、
I =

∫ √
−gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
dλ (1)

と表すことができる。
(i) λとしてとくに、ds2 = −c2dτ 2を満たすような固有時間 τを取った場合、(1)を変分する問題は、

I =

∫
gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ (2)

を変分する問題と等価であることを議論せよ。
(ii) (2)を変分することにより、測地線方程式 %& '(講義 (3.13) が導かれることを示せ。
このことは、与えられた計量に対してクリストッフェル記号を計算する一つの便法を与える。これは特に対称性の高い時空でΓµ

νσ の多くの成分が零になるような場合に威力を発揮する。
(iii) ロバートソン・ウォーカー計量

ds2 = −c2dt2 + a2(t)

[
dr2

1−Kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

]
(3)

で与えられるような時空に対して、(2)を変分することにより、Γµ
νσの零でないすべての成分を求めよ。a(t)は正定値な時間だけの関数、K は定数とする。

(iv) 前問で零でない結果の出た Γµ
νσに対して、公式

Γµ
νσ =

1

2
gµζ(gνζ,σ + gζσ,ν − gνσ,ζ)

をそのまま計算して同じ結果が得られることを確かめよ。
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