
General Relativity homework No.3

度會 大貴 wataraidaiki@resceu.s.u-tokyo.ac.jp

2022年 5月 8日

0 第 2回演習の振り返り
0.1 1について
様々な切り口の解答が見られましたが, きちんと議論できているものは正答としています. 問題文にあるよ
うに, 2つの系での加速度を丁寧に比較してやるのが最良だと思われます. 本問の物理的な意味については, コ
メントしてあるのでぜひ確認してみてください (非常に重要だと思います).

0.2 2について
• (i)のポイントは, メトリックの変換則を式を遂次近似を行うことで所望の次数まで計算することです.

これがきちんと議論できている解答を高く評価しています. ∂xµ

∂x̃ν を (1 + x)−1 ≃ 1− x, for small x を
使って計算しているものも OKです.

• テンソルの成分計算で 1/Aµ のように割り算をして計算しているものがありました. このようにすると,

テンソルの変換性がより見えにくくなるので避けたほうが良いです.

• (ii)では, 自由度の勘定がきちんとできていない解答が多かったです. Aを使って ∂̃µ∂̃ν g̃αβ の全成分を
0にしようとしている解答も多かったですが, 問題文上このようにくみ取れなくもないので正答として
います.

0.3 3について
皆さんよくできていらっしゃいました. 授業の内容に沿って解答しているものは正答です. また, 何人かの
方が指摘してくれているようにテンソルの定義自体が問題文で与えられているようなものなので, (少し混乱す
るとは思いますが)問題文通り”確認”すれば OKです.
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1 A sample answer

反変ベクトル Aµ，共変ベクトル Aµ の共変微分はそれぞれ

Aµ
;α = ∇αA

µ =
∂Aµ

∂xα
+ Γµ

σαA
σ, Aµ;α = ∇αAµ =

∂Aµ

∂xα
− Γσ

µαAσ. (1.1)

この変換性を示すに際して，反変・共変ベクトルの変換性

A′µ =
∂x′µ

∂xν
Aν , A′

µ =
∂xν

∂x′
µ

Aν , (1.2)

および，Christoffel 記号の変換性

Γ′µ
νρ =

∂x′µ

∂xα

∂xβ

∂x′ν
∂xγ

∂x′ρΓ
α
βγ +

∂x′µ

∂xλ

∂2xλ

∂x′νx′ρ (1.3)

を念頭に置いておく．

(i)

∇′
αA

′µ = A′µ
;α

= A′µ
,α + Γ′µ

σαA
′σ

=
∂A′µ

∂x′α + Γ′µ
σαA

′σ

=
∂xβ

∂x′α
∂

∂xβ

(
∂x′µ

∂xν
Aν

)
+

[
∂x′µ

∂xλ

∂xγ

∂x′σ
∂xδ

∂x′αΓ
λ
γδ +

∂x′µ

∂xλ

∂2xλ

∂x′σ∂x′α

]
∂x′σ

∂xν
Aν

=
∂xβ

∂x′α

(
∂2x′µ

∂xβ∂xν
Aν +

∂x′µ

∂xν

∂Aν

∂xβ

)
+

∂x′µ

∂xλ

∂xγ

∂x′σ
∂xδ

∂x′α
∂x′σ

∂xν
Γλ

γδA
ν +

∂x′µ

∂xλ

∂2xλ

∂x′σ∂x′α
∂x′σ

∂xν
Aν

=
∂xβ

∂x′α
∂2x′µ

∂xβ∂xν
Aν +

∂xβ

∂x′α
∂x′µ

∂xν
Aν

,β +
∂x′µ

∂xλ

∂xδ

∂x′αΓ
λ
γδA

γ +
∂x′µ

∂xλ

∂2xλ

∂x′σ∂x′α
∂x′σ

∂xν
Aν

=
∂x′µ

∂xν

∂xβ

∂x′α +
∂xβ

∂x′α
∂2x′µ

∂xβ∂xν
Aν +

∂x′µ

∂xλ

∂2xλ

∂x′σ∂x′α
∂x′σ

∂xν
Aν . (1.4)

後ろの 2 項について

∂xβ

∂x′α
∂2x′µ

∂xβ∂xν
Aν =

∂xβ

∂x′α
∂

∂xβ

(
∂x′µ

∂xν

)
Aν

=
∂

∂x′α

(
∂x′µ

∂xν

)
Aν

=
∂

∂xν

(
∂x′µ

∂x′α

)
Aν

=

(
∂

∂xν
δµα

)
Aν

= 0, (1.5)
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∂x′µ

∂xλ

∂2xλ

∂x′σ∂x′α
∂x′σ

∂xν
Aν =

∂x′µ

∂xλ

∂

∂x′σ

(
∂xλ

∂x′α

)
∂x′σ

∂xν
Aν

=
∂x′µ

∂xλ

∂

∂xν

(
∂xλ

∂x′α

)
Aν

=
∂x′µ

∂xλ

∂

∂x′α

(
∂xλ

∂xν

)
Aν

=
∂x′µ

∂xλ

(
∂

∂x′α δ
λ
ν

)
Aν

= 0. (1.6)

以上より
A′µ

;α =
∂x′µ

∂xν

∂xβ

∂x′αA
ν
β . (1.7)

(ii)

∇′
αA

′
µ = A′

µ;α

= A′
µ,α − Γ′σ

µαA
′
σ

=
∂A′

µ

∂x′α − Γ′σ
µαA

′
σ

=
∂xβ

∂x′α
∂

∂xβ

(
∂xν

∂x′µAν

)
−
[
∂x′σ

∂xλ

∂xγ

∂x′µ
∂xδ

∂x′αΓ
λ
γδ +

∂x′σ

∂xλ

∂2xλ

∂x′µ∂x′α

]
∂xν

∂xσ
Aν

=
∂xρ

∂x′α

(
∂2x′ν

∂xρ∂x′µAν +
∂xν

∂x′µ
∂Aν

∂xρ

)
− ∂x′σ

∂xλ

∂xγ

∂x′µ
∂xδ

∂x′α
∂xν

∂x′σ Γ
λ
γδAν − ∂x′σ

∂xλ

∂2xλ

∂x′µ∂x′α
∂xν

∂x′σAν

=
∂xρ

∂x′α
∂2xν

∂xρ∂x′µAν +
∂xν

∂x′µ
∂xρ

∂x′αAν,ρ −
∂xγ

∂x′µ
∂xδ

∂x′αΓ
λ
γδAλ − ∂x′σ

∂xλ

∂2xλ

∂x′µ∂x′α
∂xν

∂xσ
Aν

=
∂x′ν

∂x′µ
∂xρ

∂x′α +
∂xρ

∂x′α
∂2xν

∂xρ∂x′µAν − ∂x′σ

∂xλ

∂2xλ

∂x′µ∂x′α
∂xν

∂x′σAν

=
∂x′ν

∂x′µ
∂xρ

∂x′αAν;ρ +
∂xρ

∂x′α
∂2xν

∂xρ∂x′µAν︸ ︷︷ ︸
∂/∂x′α(∂xν/∂x′µ)Aν

− ∂x′σ

∂xλ

∂2xλ

∂x′µ∂x′α
∂xν

∂x′σAν︸ ︷︷ ︸
(∂2xν/∂x′µ∂x′α)Aν

=
∂x′ν

∂x′µ
∂xρ

∂x′αAν;ρ. (1.8)

2 A sample answer

その 2 問 II の結果：
x̃µ = xµ +

1

2
Aµ

νλx
νxλ +O(|x|3), (2.1)

g̃µν = ηµν − 0 · x̃λ +O(|x̃|2). (2.2)

ここで
Aµ

νλ =
1

2
ηρµ(

∂gνρ
∂xλ

∣∣∣∣
x=0

+
∂gρλ
∂xν

∣∣∣∣
x=0

− ∂gνλ
∂xρ

∣∣∣∣
x=0

) (2.3)

である. 一方
gµν = ηµν + xλ∂λgµν(0) +O(|x|2) (2.4)
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だったから，gµν
∣∣
x=0

= ηµν．したがって

Γµ
νλ

∣∣∣∣
x=0

=
1

2
ηρµ(

∂gρ　ν

∂xλ

∣∣∣∣
x=0

+
∂gρλ
∂xν

∣∣∣∣
x=0

− ∂gνλ
∂xρ

∣∣∣∣
x=0

) (2.5)

であるから，もし Γµ
νλ = Γµ

λν であれば，これを Aµ
νλ として採用することができる．以上で示された．

コメント� �
一般に”平行移動”を定義する Γµ

αβ は, 接続 (Christoffel記号と区別するため Cµ
αβ と書かれることが多

い)と言われる量であり時空へ付与される新たな構造です. 接続の導入にはある程度の任意性aがありま
すが, 一般相対論では時空の各点で局所 Lorentz系が取れることを要請する (等価原理)ため, 接続の下付
き添え字について対称性が課されます. これに加え, さらに ∇µgαβ = 0 を課すことで, 我々が良く知る
Christoffel記号の表式が得られます.

a 具体的には, ”平行移動”したベクトルがきちんとベクトルの変換性を満たす範囲で任意性がある. また, 必須ではないが, 通
常はベクトルのノルムが保存することも要請する.� �

3 解答例
正則実対称行列 M の次元を d とし，d 個の固有値を m1, m2, . . . , md とする．M を対角化する基底で考
えることにしてよい：

M =


m1

m2

. . .

md

. (3.1)

すると

log(detM) = log

(
d∏

i=1

mi

)
=

d∑
i=i

logmi. (3.2)

以上が示すべき式の左辺．右辺については，行列についての指数関数についての定義と同様に

log(E +X) =

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
Xn (3.3)

を使うことを考えると，M = E +A とおいて

logM = log(E +A) =

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
An =

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(M − E)n. (3.4)

ここで

(M − E)n =


m1 − 1

m2 − 1
. . .

md − 1


n

=


(m1 − 1)n

(m2 − 1)n

. . .

(md − 1)n

 (3.5)
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であるから

Tr logM = Tr

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(M − E)n

=

d∑
i=1

[ ∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(mi − 1)n

]

=

d∑
i=1

log[1 + (mi − 1)]

=

d∑
i=1

logmi. (3.6)

よって
log(detM) = Tr logM. (3.7)

コメント� �
線形代数の問題ですね. 指数行列の性質を使った公式は, 物理の各所で登場する印象があるので確認して
みてください (院試でも頻出な気がします).� �

4 A sample answer

(i) gαβ が共変的に一定であるという式†1

0 = gαβ;γ = ∇γgαβ = ∂γgαβ − Γλ
αγgλβ − Γλ

βγgαλ (4.1)

から
∂γgαβ = Γλ

αγgλβ + Γλ
βγgαλ = Γβαγ + Γαβγ . (4.2)

ここで
Γαβγ ≡ gασΓ

σ
βγ . (4.3)

とした.

(ii)

0 = ∇γg
µβ = gµβ;γ = gµβ,γ + Γµ

λγg
λβ + Γβ

λγg
µλ (4.4)

より
gµβ,γ = −Γµ

λγg
λβ − Γβ

λγg
µλ. (4.5)

この時点で (iii)が先に示された. したがって左辺は

gαµg
µβ

,γ = gαµ(−Γµ
λγg

λβ − Γβ
λγg

µλ) = −gλβΓαλγ − Γβ
αγ . (4.6)

一方，右辺は

−gµβgαµ,γ = −gµβ(Γµαγ + Γαµγ) = −gµβgµσΓ
σ
αγ − gµβΓαµγ = −Γβ

αγ − gµβΓαµγ (4.7)

なので，示された．

†1 このメトリックの性質は, 相対論界隈では metricity(メトリシティ)と呼ばれている. 直接的には metricityは, ∇γ
(
gαβA

µ
)
=(

∇γgαβ

)
Aµ + gαβ (∇γ)Aµ = gαβ (∇γAµ)のように, 共変微分に際して gαβ が定数のように振る舞う性質を指す.
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(iii) (ii)中で示された．
(iv) 問題 3で得られる式 log(detM) = Tr logM の両辺に対して, Mαβ についての変分を取る. まず左辺は

δ log(detM)であり, 左辺は Tr log
(
M−1δM

)となる. 特にこの行列M として gαβ をとると

δ log(det gαβ) = gαβδgαβ (4.8)

これより

∂ log g

∂xα
= gβγδgβγ ,α . (4.9)

したがって

g,α = ggβγδgβγ ,α (4.10)

(ii)を用いることで最右辺も示される.

(v) 示すべき式の右辺で微分を実行すると (1/2g)∂g/∂xβ となる．(iv) および (iii) で示した結果をつかっ
てこれを変形していくと

1

2g

∂g

∂xα
= −1

2
gβγg

βγ
,α = −1

2
gβγ(−Γβ

λαg
λγ − Γγ

λαg
λβ) =

1

2
(Γλ

λα + Γλ
λα) = Γλ

λα. (4.11)

(vi) これも右辺の変形によって示す．具体的には上と同様に，微分を実行してから (iii) および (v) で示し
た結果を用いて

− 1√
−g

∂

∂xν

(
gαν

√
−g
)
= −gαν,ν − 1

2g
gαν

∂g

∂xν

= Γα
µνg

µν + Γν
µνg

µα − gανΓλ
λν

= Γα
µνg

µν . (4.12)

(vii) これも右辺の変形によって示す．途中で (v) で示したことをつかって

1√
−g

(
√
−gPα),α =

∂Pα

∂xα
+

1√
−g

∂
√
−g

∂xα
Pα =

∂Pα

∂xα
+ Γλ

λαP
α = Pα

;α. (4.13)

(viii) やはりまず右辺を変形してゆく．途中で (v) で示したことをつかって

1√
−g

(
√
−gAαβ),β =

∂Aαβ

∂xβ
+Aαβ 1√

−g

∂
√
−g

∂xβ
=

∂Aαβ

∂xβ
+ Γλ

λβA
αβ . (4.14)

一方，左辺は
Aαβ

;β =
∂Aαβ

∂xβ
+ Γα

γβA
γβ + Γβ

βγA
αγ (4.15)

であるが，条件 Aαβ = −Aβα をつかうと，この真ん中の項は

Γα
γβA

γβ = −Γα
γβA

βγ = Γα
βγA

βγ = −Γα
γβA

γβ (4.16)

だから，0．よって示された．
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(ix) これは右辺と左辺の両方から変形してゆく．まず右辺について

1√
−g

(
√
−ggαβϕ,β),α =

1√
−g

∂
√
−g

∂xα
gαβ

∂ϕ

∂xβ
+

∂gαβ

∂xα

∂ϕ

∂xβ
+ gαβ

∂2ϕ

∂xα∂xβ

= Γλ
λαg

αβ ∂2ϕ

∂xα∂xβ
+ (−Γα

µαg
µβ − Γβ

µαg
µα) + gαβ

∂2ϕ

∂xα∂xβ

= −gλαΓβ
λα

∂ϕ

∂xβ
+ gαβ

∂2ϕ

∂xα∂xβ
. (4.17)

一方，左辺は

gαβ∇α∇βϕ = gαβ∇α(∂βϕ)

= gαβ
[
∂α(∂βϕ)− Γγ

βα(∂γϕ)
]

= gαβ∂α∂βϕ− gαβΓγ
βα∂γϕ (4.18)

だから，示された．

コメント� �
ここでは手をしっかり動かしておきましょう. すると, 今後の計算もかなりスムーズに進められると思い
ます. また, このあたりの参考文献は, ”A relativists’ toolkit”(E.Poisson)が個人的におススメです.� �

5 A sample answer

反対称テンソル
Fµν = ∇µAν −∇νAµ = Aν;µ −Aµ;ν (5.1)

は，座標変換に伴って，次のように変換する：

F ′
µν =

∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′µFρσ. (5.2)

したがって，座標系 (xµ) で Fµν = 0 ならば，座標系 (x′µ) で F ′
µν = 0 である．

コメント� �
より一般に, あるテンソルがある座標系で零テンソルならば，そのテンソルはどの座標系でも零テンソル
であると言うことができます．� �

6 A sample answer

(i) 計量テンソル gµµ の変換
g′µν =

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν gαβ (6.1)

の両辺の determinantを取ると
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g′ = det

(
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν gαβ

)
= det

(
∂xα

∂x′µ

)
det

(
∂xβ

∂x′ν

)
g

= J2g.

(6.2)

ここで J はこの座標変換での Jacobianであり,

J =

√
−g′

−g
(6.3)

となることが分かる. 一方, 体積要素の変換は

d4x′ = J−1d4x (6.4)

であるから, これに (6.3)を代入すると
√
−g′d4x′ =

√
−gd4x (6.5)

となり, これが座標に依らない四元体積要素である.

(ii) まず,

ϵµνλσ
∂xµ

∂xα′

∂xν

∂xβ′

∂xλ

∂xγ′

∂xσ

∂xδ′
(6.6)

という量を考える. ここで新しい座標 {x′µ}を {xµ′}のように書いていることに注意する. するとこの
量も α′, β′, γ′, δ′ の入れ替えについて, ϵと同じ反対称性を持つので, ある比例定数 λを用意して

ϵµνλσ
∂xµ

∂xα′

∂xν

∂xβ′

∂xλ

∂xγ′

∂xσ

∂xδ′
= λϵα′β′γ′δ′ (6.7)

と書くことができる. そして特に α′β′γ′δ′ = 0123とすると

λϵ0123 = λ = ϵµνλσ
∂xµ

∂x0′
∂xν

∂x1′
∂xλ

∂x2′
∂xσ

∂x3′
= J. (6.8)

ここで (6.8)の中辺が, ∂xα

∂x′µ の行列式に他ならないことを用いた. したがって

√
−gϵµνλσ

∂xµ

∂xα′

∂xν

∂xβ′

∂xλ

∂xγ′

∂xσ

∂xδ′
=
√

−g′ϵα′β′γ′δ′ (6.9)

となって Eµνλσ =
√
−gϵµνλσ が 4階の共変テンソルとして振る舞うことが示された.

(iii) ここでも (ii)と似た議論をする. まず

ϵµνλσ
∂xα′

∂xµ

∂xβ′

∂xν

∂xγ′

∂xλ

∂xδ′

∂xσ
(6.10)

という量を導入する. 今回は λ′ という比例定数を用意し

ϵµνλσ
∂xα′

∂xµ

∂xβ′

∂xν

∂xγ′

∂xλ

∂xδ′

∂xσ
= λ′ϵα

′β′γ′δ′ (6.11)
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と書く. α′β′γ′δ′ = 0123とすると

λ′ = J−1 (6.12)

すると Eµνλσ = 1√
−g

ϵµνλσ が 4階の反変テンソルとして振る舞うことが分かる.

(iv) メトリック g で E の添え字の上下ができるとして, 具体的な成分 E0123 計算してみることで確かめる

E0123 = g0αg1βg2γg3δE
αβγδ

=
1√
−g

g0αg1βg2γg3δϵ
αβγδ

=
1√
−g

(−g)

=
√
−gϵ0123.

(6.13)

特に, この 3式目で ϵαβγδ が ϵαβγδ と逆の符号なのが効いている.

コメント� �
本問に関連した議論は先ほどと同様, ”A relativists’toolkit”(E.Poisson)の第 1章が個人的におスス
メです. ”場の古典論”の特殊相対論の部分にも載っていたと思います. ここでのポイントは, 添え字に関
する反対称性が分かっていればあとは比例定数を求めることに注力すれば良いということです. これは
Levi-Civita記号が出てきたときによく使える技です. また, 今回の演習の 4や 6の結果は, 曲がった時空
における Gaussの定理や Stokesの定理の導出において非常に重要な役割を果たします.� �
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