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先週の続き。以下の ア · · · ヒ 内を適切に埋めよ。

I ミンコフスキー時空のペンローズダイアグラム (Conformal Diagram)

ヌル座標 u ≡ ct − x, v ≡ ct + xを用いて二次元ミンコフスキー時空の線素を書く
と ds2 = ア となる。いま、新変数

u′ ≡ 2 tan−1 u, v′ ≡ 2 tan−1 v (1)

を導入すると、u′, v′の変域は、有限の領域 メ に限られることになる。(tan−1は
正接の逆関数である。) この変数で書いたミンコフスキー時空の線素は ds2 = ツ
と表される。したがって、Ω2 ≡ チ という共形変換をすると、変換後の計量 gµν

でかいた線素 ds2はもとの線素と同じ形になる。しかしその変域は メ と有限なの
で、全時空を図１左側のように有限領域に示すことができる。
この図において全てのヌル曲線は (±)45度を向いており、I +及びI −と記した境

界線上に端点を持つ。I +及びI −をそれぞれ、future null infinity, past null infinity

と呼ぶ。時間的な軌跡については、|u − v|を有限に保って u, v −→ ソ に漸近す
る未来は i+(future timelike infinity)に、u, v −→ ラ に漸近する過去は i−(past

timelike infinity)に終端を持つ。また、図の両端 i0は、 ヤ (spacelike infinity)を
表す。
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Figure 1: (左図)ミンコフスキー時空のペンローズダイアグラム：右下がりの斜線は
v′ = ±π、左下がりの斜線は u′ = ±πに対応する。(右図)シュバルツシルト時空のペ
ンローズダイアグラム：左下の i−と右上の i+を結ぶ斜線は ū = 0、右下の i−と左上の
i+を結ぶ斜線は v̄ = 0に対応する。右側の矩形が領域 I、左側が IV、波線 (r = 0)では
さまれた上側の三角領域が II,下側が IIIである。
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II シュバルツシルト時空のペンローズダイアグラム

シュバルツシルト時空

ds2 = −
(
1− 2GM

c2r

)
(cdt)2 +

dr2

1− 2GM

c2r

+ r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (2)

において、クルスカル座標を u = − マ e
− u

2rg , v = マ e
v

2rg によって定義する
と、計量は

ds2 = −rg
r
e
− r

rg dudv + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2), rg ≡
2GM

c2
(3)

とかける。ただし、u, vは �� ��講義で定義したとおり、u ≡ ミ , v ≡ ネ で与
えられる。この計量の dudvの部分は前問の二次元ミンコフスキー計量と共形なので、
(1)と同様の変数変換をすることにより、コンパクト化できる。すなわち、変域を有
限区間に写すことができる。ミンコフスキー時空と共形なので、ペンローズダイアグ
ラムの形も同じになるはずであるが、u, vの変域は前問の u, vと異なり、半無限区間
−∞ < u ≤ 0, 0 ≤ v < ∞に限られるので、ダイアグラム上の左側の辺は u = 0および
v = 0、すなわち r = ク , t = モ に対応する。この点は u, v座標では特異
ではないので、u, vを全区間−∞ < u, v < ∞ に拡張することができる。
その結果、シュバルツシルト時空のペンローズダイアグラムは図１右側のような形

になる。水平方向の波線は過去と未来の特異点 r = 0を表す。左側にはミンコフスキー
時空に漸近する領域がもう一つあり、そのI −は キ = −∞に、I +は リ に
対応する。

u = 0をみたすヌル曲線はI +に届き得る最終のヌル曲線である。u > 0をみたす
ヌル曲線は全て未来の特異点 r = 0にぶつかってしまう。したがって、領域 Iにいる観
測者にとって u = 0が事象の地平線を与えることになる。同様に、領域 IVの観測者の
事象の地平線は コ で与えられる。領域 IIIは領域 Iの観測者にとって ケ 、領
域 IVの観測者にとって ヒ の内部を与えることになる。

III 現実的なブラックホールのペンローズダイアグラム

球対称な天体が重力崩壊してシュバルツバルトブラックホールになったとする。こ
のような時空におけるペンローズダイアグラムを書き、図１右側との差異を議論せよ。

IV 共形結合 (Conformal coupling)

n次元時空において、スカラー場 ϕ(x)に対して、共形変換前後の諸量について以下
の等式が成り立つことを示せ。[

□− n− 2

4(n− 1)
R

]
ϕ = Ω

n+2
2

[
□− n− 2

4(n− 1)
R

]
ϕ, ϕ ≡ Ω

2−n
2 ϕ. (4)

Rの係数がこの値をとるとき、このスカラー場はスカラー曲率と共形結合 (Conformal
coupling)しているという。

2


